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RESUMEN
Con este proyecto se propuso dar una posible solucio´n al problema de aprendizaje de la
teor´ıa de grafo a trave´s de los poliedros y la caracter´ıstica de Euler. Se propone como
una experiencia dida´ctica para ser desarrollada e interiorizada por los estudiantes de
sexto cero uno de la institucio´n educativa Francisco Jose´ de Caldas.
Las acciones planteadas en este proyecto se construyeron en forma secuencial teniendo
en cuenta co´mo evolucionan los estudiantes en el pensamiento geome´trico y las distintas
fases del aprendizaje segu´n las fases del modelo Van Hiele.
Se estudio´ la teor´ıa de grafos haciendo que cada estudiante realizara´ los planos en
cartulina de los poliedros regulares atreves de pol´ıgonos para aplicarles el teorema de
Euler y finalizando con la figura bidimensional.
Como Conclusiones, se encontraron aspectos muy interesantes en el trabajo de aula
como solidaridad, compan˜erismo y motivacio´n de los estudiantes por aprender de una
forma diferente como la manipulacio´n de los materiales.
PALABRAS CLAVE
Poliedro, pol´ıgono, razonamiento geome´trico, caracter´ıstica de Euler y Modelo de Van
Hiele.
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SUMMARY
This project was proposed to give a possible solution to the problem of learning graph
theory through the polyhedrons and the Euler characteristic. It is proposed as a learning
experience to be developed and internalized by sixth- zero one of the schools Francisco
Jose de Caldas.
The actions proposed in this project were built sequentially considering how students
evolve in geometric thinking and the different stages of learning phases according to
Van Hiele model.
Graph theory was studied by each student will make the planes in the regular polyhedra
cardboard polygon dare to apply Euler’s theorem and ending with the two-dimensional
figure.
As Conclusions very interesting aspects were found in classroom work as solidarity,
friendship and motivating students to learn in a different way as the manipulation of
materials.
KEYWORDS
polyhedron, polygon, geometric reasoning, Euler characteristic and Van Hiele Model.
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1. TITULO
APRENDIZAJE DE LA TEORI´A DE GRAFO A TRAVE´S DE LOS
POLIEDROS Y LA CARACTERI´STICA DE EULER
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2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
En Colombia el Ministerio de Educacio´n Nacional (MEN) ha tratado de generar pol´ıticas
que redunden en calidad y en un mejor sistema educativo, sin embargo, segu´n estudios
“aunque en los u´ltimos an˜os se han dado avances importantes en las tasas de cobertura
bruta y neta existen todav´ıa muchos nin˜os y jo´venes fuera del sistema escolar, especial-
mente en los niveles de pre-escolar y media. Estas fallas pueden deberse a una falta de
bajos recursos econo´micos de las familias y baja motivacio´n de los padres en el primer
nivel y a una tasa de desercio´n acumulada muy alta a lo largo de la vida escolar”.
(Fedesarrollo, 2014).
Entonces el MEN crea los esta´ndares ba´sicos de competencias en matema´ticas enmarca-
dos en los diferentes tipos pensamientos lo´gicos, relegando a la Geometr´ıa a un segundo
plano, sin embargo, es parte de la Matema´tica y de suma importancia para que los es-
tudiantes de sexto y se´ptimo comprendan que´ es un plano o un a´ngulo o co´mo se mide,
clases de figuras y a´reas, es decir “Represento objetos tridimensionales desde diferentes
posiciones y vistas. Identifico y describo figuras y cuerpos generados por cortes rec-
tos y transversales de objetos tridimensionales y clasifico pol´ıgonos en relacio´n con sus
propiedades” pag 84.
En su trabajo (MORENO, 2012) cita “trabajos realizados por investigadores europeos
y de Ame´rica latina tales como: Jimeno (2002), Domı´nguez (2004), Geary (1999),
Ginsburg (1997), Lo´pez (2009), Carrillo (2009), Salazar, Lo´pez y Romero (2005),
Nova´ez (1986), McClelland (1974), Engelmann, Carnina y Steely (1991), Gonza´lez-
Piensa (1998), Luria (1977), quienes coinciden en establecer. De otro lado, tres agentes
causantes de bajo rendimiento acade´mico son: Las condiciones naturales del estudiante,
el papel de la familia y las estrategias aplicadas por los docentes”.
Tambie´n, hay estudiantes que presentan baja motivacio´n y no les interesa aprender,
otros solo estudian para la nota, como si el aprendizaje se tratara de conocimientos a
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corto plazo. (Santander, 2012). Realiza un estudio entre los estudiantes de alto, medio
y bajo rendimiento y fracaso escolar.
Raymond Duval (2004) “el aprendizaje de la matema´tica es un campo de estudio prop-
icio para el ana´lisis de actividades cognitivas importantes como la conceptualizacio´n, el
razonamiento, la resolucio´n de problemas y la comprensio´n de textos. Ensen˜ar y apren-
der matema´tica conlleva que estas actividades cognitivas requieran adema´s del lenguaje
natural o el de las ima´genes, la utilizacio´n de distintos registros de representacio´n y de
expresio´n”.
Otro aporte relevante es que los contenidos geome´tricos en los u´ltimos an˜os no han
permeado el curr´ıculo en las aulas de clase, desconociendo el aporte lo´gico y de ra-
zonamiento abstracto que se potencia a trave´s del desarrollo de las competencias espa-
ciales, tambie´n las representaciones mentales y gra´ficas que establece el estudiante del
mundo que le rodea. Igualmente, durante muchos an˜os se ha minimizado el valor de las
figuras, dibujos, diagramas, como instrumentos de ayuda para facilitar los conceptos
geome´tricos. (Quintero & Cardona, 2012). Es as´ı que la geometr´ıa se convierte en un
relleno de las matema´ticas para el u´ltimo periodo de clases y adema´s una sola hora
semanal.
En la Institucio´n Educativa Francisco Jose´ de Caldas cuyo modelo pedago´gico es el
aprendizaje significativo se presenta una fragmentacio´n, una divisio´n entre las nuevas
formas de potenciar el aprendizaje y las tendencias tradicionales, es evidente que la
juventud de hoy requiere de estilos, modelos, paradigmas distintos que motiven y le
generen sentido a su propio aprendizaje.
En el a´rea de matema´ticas de la Institucio´n Educativa se evidencia concretamente cierta
dificultad para la ensen˜anza y el aprendizaje de la geometr´ıa.
Es as´ı que la geometr´ıa y su campo de estudio referente a los poliedros se viene
ensen˜ando solo como un simple trabajo de tablero donde solo se puede trabajar con
figuras bidimensionales.
Adema´s, “Douady (2001) nos dice que en muchos escenarios acade´micos se ensen˜a la ge-
ometr´ıa partiendo del solo espacio, que es el espacio en el cual uno vive, al micro espacio
que es el espacio de los objetos pequen˜os que uno puede atajar y mover; en la escuela
por lo general se hace en un ambiente la´piz y papel lo cual crea en el estudiante una
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brecha entre lo bidimensional con lo tridimensional, puesto que al abordar los objetos
geome´tricos representados en tres dimensiones en un ambiente la´piz y papel se genera
la idea de que la geometr´ıa solo se es posible apreciar desde el tablero o el cuaderno
de notas, lo cual puede generar dificultad al momento de visualizar desde diferentes
dimensiones el objeto geome´trico a tratar y por tanto, no reconocer las propiedades de
este”. Citado por (Castrillon & Hoyos, 2013)
Una dificultad presentada por los estudiantes en la teor´ıa de grafos son las representa-
ciones de figuras mediante objetos geome´tricos: grafos de interseccio´n, grafos de vis-
ibilidad. En este tipo de representaciones los ve´rtices suelen ser objetos geome´tricos
simples: c´ırculos, segmentos, ve´rtices y las aristas esta´n dadas por relaciones entre
dichos objetos.
Otra dificultad en cuanto recursos y comprensio´n esta´ relacionada con los planteamien-
tos teo´ricos de grafos, donde el estudiante tiene la posibilidad de explorar, descubrir,
ensayar, probar y lo ma´s importante crear figuras o poliedros donde pueden vivenciar a
trave´s de la manipulacio´n y la observacio´n toda la lo´gica del pensamiento geome´trico.
El presente proyecto pretende promover el aprendizaje significativo, el ana´lisis y la
comprensio´n de los grafos en los estudiantes de grado 6:01 de la Institucio´n Educativa
Francisco Jose´ de Caldas.
2.1. FORMULACIO´N DEL PROBLEMA
¿Co´mo potenciar el aprendizaje significativo de la geometr´ıa a trave´s de la teor´ıa de
grafos con los poliedros y la caracter´ıstica de Euler en los estudiantes de 6:01 de la
Institucio´n Educativa Francisco Jose´ de Caldas?
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3. OBJETIVO GENERAL
Estructurar el aprendizaje del concepto de grafos a trave´s de los poliedros y la carac-
ter´ıstica de Euler en los estudiantes de grado sexto cero uno de la Institucio´n Educativa
Francisco Jose´ de Caldas.
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4. OBJETIVOS ESPECIFI´COS
• Aplicar el modelo de Van Hiele para que los estudiantes aprendan la teor´ıa de
grafos a trave´s de los poliedros.
• Construir poliedros o situaciones que permitan afianzar en los estudiantes el con-
cepto de grafos.
• lograr que los estudiantes entiendan y apliquen la caracter´ıstica de Euler en los
poliedros y se apropien de ellos.
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5. JUSTIFICACIO´N
La teor´ıa de grafos es una rama de la matema´tica muy importante ya que permite
unir, temas de combinatoria, geometr´ıa de pol´ıgonos y aritme´tica, es relevante en la
vida de los educandos porque ellos necesitan comprender, manejar, tener lo´gica espacial
y razonamiento competitivo que garantice el desarrollo del pensamiento anal´ıtico. El
MEN entonces construye los lineamientos curriculares del a´rea de matema´ticas y plantea
los conocimientos ba´sicos, estructura el pensamiento espacial y sistemas geome´tricos
(MEN M. d., 1998).
Plantea que al pasar las manos por la superficie de los objetos, muebles y paredes se
puede entender con mayor claridad la diferencia entre los cuerpos y entre las formas
planas y curvas. La interrupcio´n del movimiento posibilita el concepto de superficie
como frontera de un cuerpo y el movimiento de la mano hace posible la construccio´n
del concepto de plano, el de regio´n y el de a´rea. (MEN M. d., 1998).
Lo planteado por el MEN es importante para los estudiantes porque les permite ma-
nipular, crear figuras, explorar el conocimiento y llegar al entendimiento significativo
de la teor´ıa grafos.
Con la idea de mejorar la calidad de la educacio´n en el a´rea de matema´tica el MEN
ha creado los Derechos Ba´sicos de Aprendizaje y dice lo siguiente “Son una seleccio´n
de saberes claves que indican lo que los estudiantes deben aprender en cada grado
escolar desde 1o hasta 11o para las a´reas de lenguaje y matema´ticas” y dentro de ellos
se plantea la construccio´n de moldes para cubos, cajas, prismas o pira´mides dadas
sus dimensiones, usa letras para representar cantidades y en expresiones sencillas para
representar situaciones. (MEN M. d., 2015).
Dentro del plan de a´rea de matema´tica de la Institucio´n Educativa Francisco Jose´ de
Caldas se plantea la ensen˜anza de los pol´ıgonos y poliedros debido a su gran importan-
cia, el Ministerio de Educacio´n de Peru´ afirma “En nuestro que hacer diario frecuente-
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mente nos encontramos con so´lidos geome´tricos, ya que vivimos en un mundo de tres
dimensiones: una caja de zapatos, un ladrillo, una pelota de fu´tbol, un cono sen˜alizador,
un edificio, un tanque de agua, una lata de leche, un envase para concentrado de frutas,
un la´piz, etc.” (Peru, 2007).
Es bueno sen˜alar que la caracter´ıstica de Euler ayuda a comprender los poliedros desde
sus aristas, caras y ve´rtices y as´ı se adentra al mundo de la teor´ıa de grafos y de una
forma sencilla permite desarrollar estrategias que apuntan al buen desempen˜o cuando
se trata de resolucio´n de problemas.
“La Teor´ıa de Grafos presenta tanto a docentes como a alumnos un material que permite
hacer que las clases de matema´ticas pierdan la excesiva formalidad con la que se las
trataba an˜os atra´s”. (Lesto´n & Veiga, 2002).
A trave´s de la manipulacio´n y construccio´n de poliedros los estudiantes de grado 6:01
se apropiara´n de los conceptos de grafos, vivenciara´n la tema´tica y las actividades sera´n
ma´s llamativas para ellos.
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6. ESTADO DEL ARTE
Para el desarrollo del proyecto no se desconocera´n los aportes y los ana´lisis de diferentes
investigaciones relacionadas con grafos, poliedros y la regla de Euler, se describen los
principales resultados y conclusiones que hacen sus autores.
(Vanegas, Henao, & Gustin) En el texto, la teor´ıa de grafos en la modelacio´n matema´tica
de problemas en contexto conclusiones y proyecciones, afirman que las situaciones
geome´tricas o matema´ticas se solucionan mediante la teor´ıa de grafos y a su vez in-
centivan las cualidades de visio´n espacial, abstraccio´n de problemas, capacidad de de-
duccio´n y generalizacio´n de los estudiantes. As´ı pues, los grafos representan un recurso
dida´ctico fundamental para provocar el aprendizaje y el desarrollo significativo de los
conceptos matema´ticos, tambie´n le brindan la oportunidad a los estudiantes para que
“reinventen” y miren la matema´tica desde otra perspectiva, lo que es positivo puesto
que se aumenta el eficiente desarrollo de competencias y el intere´s por la ciencia.
(Herna´ndez, 2003) en un estudio de textos de ciencias de la naturaleza hacen un ana´lisis
cuantitativo basado en la teor´ıa de grafos y consiste en la realizacio´n de determinados
estudios del contenido de libros de Ciencias de la Naturaleza de 1o , 2o , 3o y 4o cursos de
Ensen˜anza Secundaria obligatoria y hacen referencia al tratamiento de las propiedades
f´ısicas de la materia mediante un nuevo me´todo de ana´lisis de contenido basado en
teor´ıa de grafos.
(Vergel, Molina, & Echeverry, 2005), realizaron una investigacio´n titulada grafos en la
educacio´n ba´sica, es una propuesta para introducir la teor´ıa de grafos en la educacio´n
ba´sica colombiana Contiene una revisio´n de los aspectos matema´ticos de la teor´ıa de
grafos incorporados en la secuencia de actividades y de algunos aspectos dida´cticos
donde se examina la pertinencia del tema para la educacio´n algunas conclusiones fueron:
Los estudiantes aprendieron la terminolog´ıa ba´sica de los grafos y lograron establecer
diferentes criterios de conocimiento y pensamiento (ruta euleriana) para determinar
si un grafo es recurrible. Con esta actividad se constato´ que es posible trabajar con-
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tenidos de topolog´ıa y grafos a nivel comprensible para estudiantes de educacio´n ba´sica,
garantizando la comprensio´n de los contenidos.
(Morales, Escolano, & Marce´n, 2009) realizaron una investigacio´n titulada empleo
dida´ctico de juegos que se matematizan mediante grafos. Una experiencia, con el ob-
jetivo de mostrar la importancia y utilidad de los procesos de matematizacio´n donde
se obtuvo como conclusio´n que el juego aumenta el factor motivador de las actividades
facilitando la introduccio´n y asimilacio´n de los conceptos.
(Braicovich, 2012) propuso incorporar algunos conceptos de grafos en distintos niveles
de escolaridad dice: El tema teor´ıa grafos no se encuentra en general en los curr´ıculos
escolares, por lo que he llevado a cabo varias investigaciones, en distintos niveles educa-
tivos y en diferentes contextos sociales, con el fin de evaluar la viabilidad de introducirlo,
a partir de las mismas he podido concluir que el trabajar con algunos conceptos de grafos
ayuda a los alumnos en varios aspectos dentro del proceso de aprendizaje.
(Nouche) realizo un trabajo titulado, teor´ıa de grafos propuesta para escuelas secun-
darias cuyos objetivos son, que los alumnos conozcan un panorama breve, pero a la
vez abarcador, sobre varios temas de la teor´ıa de grafos; que comprueben co´mo una
herramienta matema´tica modeliza problemas de la realidad con mayor evidencia para
ellos en la pra´ctica llegando a la conclusio´n. Los contenidos seleccionados en esta prop-
uesta sobre Teor´ıa de Grafos resultan sumamente aplicables a la escuela secundaria e
incluso a los u´ltimos an˜os de la escuela primaria, ya que no se requiere de conocimientos
matema´ticos previos y permite el desarrollo de estrategias que apuntan a favorecer un
buen desempen˜o en la resolucio´n de problemas.
(Arboleda, 2011) desarrollo un trabajo titulado. Desarrollo del pensamiento espacial
y sistema geome´trico en el aprendizaje de los so´lidos regulares mediante el modelo de
Van Hiele, con los estudiantes de 6o grado del colegio San Jose´ de la comunidad marista
y concluye la geometr´ıa ha de ser presentada como un conjunto de conocimientos y
procedimientos que han evolucionado en el transcurso del tiempo y por lo tanto se ve
la necesidad de implementar una estrategia dida´ctica de ensen˜anza aplicando el modelo
de Van Hiele (1957), partiendo de los conceptos previos del estudiante del grado sexto
de ba´sica secundaria, adema´s se debe tener en cuenta que los conocimientos adquiridos
no se deben dar por consolidados, por ello es importante la realizacio´n de actividades
iniciales para detectar dificultades y facilitar la comprensio´n del pensamiento espacial,
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la nocio´n espacial y el sistema geome´trico.
(Rodriguez, 2013), su investigacio´n. Explorar y Descubrir para Conceptualizar en Ge-
ometr´ıa, con el objetivo de planificar, ejecutar y evaluar una experiencia de ensen˜anza
en geometr´ıa que favorezca el aprendizaje activo y el proceso de conceptualizar en los
estudiantes. Obteniendo como conclusio´n. La clase planificada, ejecutada y evaluada,
desde la pregunta ¿que´ es un poliedro?, promovio´ un ambiente de aprendizaje centrado
en la participacio´n activa y de equipo tanto de profesores como estudiantes. Donde los
procesos y competencias puestas en escena por los estudiantes apuntaron al descubrim-
iento, la exploracio´n, el razonamiento y la conceptualizacio´n, apoyados en la mediacio´n
instrumental con materiales tecnolo´gicos y manipulables y el uso de diferentes registros
semio´ticos de representacio´n.
(Chavez & Floriano, 2011), competencia matema´tica y desarrollo del pensamiento espa-
cial. Una aproximacio´n a la ensen˜anza de los cuadrila´teros con el objetivo de contribuir
al desarrollo del pensamiento espacial y los niveles de la competencia matema´tica for-
mular y resolver problemas en estudiantes de grado 7o de la educacio´n ba´sica secundaria,
a partir del estudio de cuadrila´teros y el uso de la geometr´ıa dina´mica. Se determinan
las principales contribuciones de tipo teo´rico y dida´ctico y se perfilan sugerencias de
continuidad para el estudio.
(a´varez, 2014), El desarrollo del pensamiento espacial a trave´s del aprendizaje por de-
scubrimiento tiene como objetivo. Propiciar el desarrollo del pensamiento espacial a
trave´s del aprendizaje por descubrimiento, desde la implementacio´n de una Unidad
Dida´ctica con el tema de so´lidos con alumnos de grado noveno de la Institucio´n Educa-
tiva Normal Superior de Envigado llegando a la conclusio´n:
A partir del desarrollo de la Unidad Dida´ctica, se evidencio´ que los aspectos ideales
y reales que intervienen en el desarrollo del pensamiento espacial, se hacen evidentes
cuando surgen de los conceptos, las representaciones gra´ficas y mentales y del con-
tacto directo con el objeto de estudio garantizando un desarrollo cognitivo, los cuales
le permiten ser anal´ıtico, creativo y auto´nomo.
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7. MARCO TEO´RICO
El marco teo´rico ma´s coherente para esta investigacio´n se basa en el modelo de Van Hiele
que se posesiona en el manejo de la geometr´ıa escolar, en e´l se plantean unos niveles
de razonamiento para potenciar el pensamiento espacial geome´trico en este sentido,
se manifiesta como una base para el aprendizaje de la teor´ıa de grafos, los poliedros
y la formula de Euler. (Pastor, 1993), el modelo de Van Hiele tiene su origen en los
trabajos de dos profesores Holandeses de Matema´tica, disc´ıpulos de Freudenthal en los
an˜os 50, Pierre Marie Van Hiele y Diana Van Hiele – Geldof, que en sus tesis doctorales
presentaron, respectivamente un modelo de ensen˜anza y aprendizaje de la geometr´ıa
(Van Hiele, 1957) y un ejemplo concreto de aplicacio´n de ese modelo a unos cursos de
geometr´ıa (Van Hiele – Geldof, 1957).
(Fouz & Donosti, 2013), la prematura muerte de Dina provoco´ que fuese su esposo el
encargado de su mayor difusio´n. El libro original donde se desarrolla la teor´ıa se titula
“Structure and Insight”. Podemos sen˜alar entre otras que, en la base del aprendizaje de
la Geometr´ıa, hay dos elementos importantes “el lenguaje utilizado” y “la significativi-
dad de los contenidos”. Lo primero implica que los niveles y su adquisicio´n, van muy
unidos al dominio del lenguaje adecuado y lo segundo, que so´lo van a asimilar aquello
que les es presentado a nivel de su razonamiento. Segu´n (Pastor, 1993), el modelo de
Van Hiele ha tenido una difusio´n relativamente reciente en el mundo occidental que a
mediados de los 70 se le empezo´ a prestar atencio´n en los Estados Unidos, a ra´ız de la
publicacio´n de una conferencia de I. Wirszup 1976 que abarca dos aspectos ba´sicos:
- Descriptivo: mediante este se identifican diferentes formas de razonamiento geome´trico
de los individuos y se puede valorar su progreso.
- Instructivo: marca pautas a seguir por los profesores para favorecer el avance de los
estudiantes en el nivel de razonamiento geome´trico en el que se encuentran.
El modelo geome´trico de Van Hiele relata co´mo se produce la evolucio´n del razonamiento
geome´trico de los estudiantes dividie´ndolo en cinco niveles consecutivos:
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En su trabajo (Vargas, 2012) nos da a conocer los niveles de razonamiento geome´trico
de Van Hiele que esta´n ordenados de la siguiente manera:
Nivel 1: Reconocimiento o visualizacio´n
Nivel 2: Ana´lisis
Nivel 3: Deduccio´n informal u orden
Nivel 4: Deduccio´n
Nivel 5: Rigor
Nivel 1: El individuo reconoce las figuras geome´tricas por su forma, como un todo,
no diferencia partes ni componentes de la figura. Puede, sin embargo, producir una
copia de cada figura particular o reconocerla. No es capaz de reconocer o explicar las
propiedades determinantes de las figuras, las descripciones son principalmente visuales
y las compara con elementos familiares de su entorno. No hay un lenguaje geome´trico
ba´sico para referirse a figuras geome´tricas por su nombre.
Nivel 2: El individuo puede ya reconocer y analizar las partes y propiedades par-
ticulares de las figuras geome´tricas y las reconoce a trave´s de ellas, pero no le es
posible establecer relaciones o clasificaciones entre propiedades de distintas familias
de figuras. Establece las propiedades de las figuras de forma emp´ırica, a trave´s de la
experimentacio´n y manipulacio´n. Como muchas de las definiciones de la geometr´ıa se
establecen a partir de propiedades, no puede elaborar estas.
Nivel 3: El individuo determina las figuras por sus propiedades y reconoce co´mo
unas se derivan de otras, construye interrelaciones en las figuras y entre familias de
ellas, establece las condiciones necesarias y suficientes que deben cumplir las figuras
geome´tricas, por lo que las definiciones adquieren significado. Sin embargo, su razon-
amiento lo´gico sigue basado en la manipulacio´n, hace demostraciones, pero no es capaz
de entenderlas en su globalidad, por lo que no le es posible organizar una secuencia
de razonamientos lo´gicos que justifique sus observaciones, al no poder realizar razon-
amientos lo´gicos formales ni sentir su necesidad, el individuo no comprende el sistema
axioma´tico de las Matema´ticas. El individuo ubicado en el nivel 2 no era capaz de
entender que unas propiedades se deduc´ıan de otras, lo cual s´ı es posible al alcanzar
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el nivel 3. Ahora puede entender, por ejemplo, que es un cuadrila´tero, la congruencia
entre a´ngulos opuestos implica el paralelismo de los lados opuestos.
Nivel 4: En este nivel ya el individuo realiza deducciones y demostraciones lo´gicas y
formales, al reconocer su necesidad para justificar las proposiciones planteadas. Com-
prende y maneja las relaciones entre propiedades y formaliza en sistemas axioma´ticos,
por lo que ya entiende la naturaleza axioma´tica de las Matema´ticas. Comprende co´mo
se puede llegar a los mismos resultados partiendo de proposiciones o premisas distin-
tas, lo que le permite entender que se puedan realizar distintas demostraciones para
obtener un mismo resultado. Es claro que, adquirido este nivel, al tener un alto grado
de razonamiento lo´gico, obtiene una visio´n globalizadora de las Matema´ticas. El in-
dividuo puede desarrollar secuencias de proposiciones para deducir una propiedad de
otra, percibe la posibilidad de una prueba, sin embargo, no reconoce la necesidad del
rigor en los razonamientos.
Nivel 5: El individuo esta´ capacitado para analizar el grado de rigor de varios sistemas
deductivos y compararlos entre s´ı. Puede apreciar la consistencia, independencia y
completitud de los axiomas de los fundamentos de la geometr´ıa. Capta la geometr´ıa
en forma abstracta. Este u´ltimo nivel, por su alto grado de abstraccio´n, debe ser
considerado en una categor´ıa aparte, tal como lo sugieren estudios sobre el tema. Alsina,
Fortuny y Pe´rez (1997) y Gutie´rrez y Jaime (1991) afirman que solo se desarrolla en
estudiantes de la Universidad, con una buena capacidad y preparacio´n en geometr´ıa.
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8. DISEN˜O METODOLO´GICO O PLAN DE LA INVESTIGACIO´N
La investigacio´n sera´ realizada mediante un modelo cualitativo e interpretativo, que con-
lleva la Induccio´n, conceptos orientativos, comprensio´n y explicacio´n de la matema´tica,
este me´todo permitira´ buscar una ruta para obtener la informacio´n necesaria para el
trabajo, se pretende interpretar y explicar la forma como los estudiantes llegan a la
comprensio´n del concepto de la teor´ıa de grafos, a trave´s de los poliedros y la formula
de Euler.
(Pastor, 1993) en su tesis doctoral nos da a conocer las fases de aprendizaje del modelo
de Van Hiele.
Las cinco fases de aprendizaje pretenden presentar una organizacio´n de las actividades
que permita pasar de un nivel de razonamiento al siguiente. Las fases no esta´n por
tanto asociadas a un nivel determinado, sino que en cada nivel la instruccio´n comienza
con actividades de la fase primera y continu´a con actividades de las siguientes fases.
Al finalizar la fase quinta, los alumnos deben haber alcanzado el nivel de razonamiento
siguiente. Las caracter´ısticas principales de las fases de aprendizaje son las siguientes:
Fase 1 (Informacio´n)
• identificar las saber previos que tiene los estudiantes sobre grafos, poliedros y su
nivel de razonamiento sobre los temas.
• Se les da la informacio´n necesaria para que los estudiantes conozcan la el tema
a tratar, los tipos de problemas que van a resolver, los me´todos y materiales que
utilizara´n.
Fase 2 (Orientacio´n Dirigida)
• Se gu´ıa a los alumnos mediante actividades y problemas (dados por el profesor o
planteados por los mismos estudiantes) para que e´stos descubran y aprendan las
diversas relaciones o componentes ba´sicos de grafos
27
• Los problemas propuestos deben llevar directamente a los resultados y propiedades
que los estudiantes deben entender y aprender. El profesor tiene que seleccionar
cuidadosamente estos problemas y actividades y debe orientar a sus alumnos hacia
la solucio´n cuando lo necesiten.
Fase 3 (Explicitacio´n)
• Los alumnos deben intentar expresar en palabras o por escrito los resultados que
han obtenido, intercambiar sus experiencias y discutir sobre ellas con el profesor
y los dema´s estudiantes, con el fin de que lleguen a ser plenamente conscientes
de las caracter´ısticas y relaciones descubiertas y afiancen el lenguaje te´cnico que
corresponde al tema objeto de estudio.
Los estudiantes recibira´n la explicacio´n para que ellos construyan poliedros a trave´s
de materiales manipulables.
Fase 4 (Orientacio´n Libre)
• En esta fase el estudiante debe alcanzar el aprendizaje potenciado en las fases
anteriores. Los estudiantes debera´n utilizar los conocimientos adquiridos para re-
solver actividades y problemas diferentes de los anteriores y probablemente, ma´s
complejos.
• El profesor propone a sus alumnos problemas que no sean una simple aplicacio´n
directa de un dato o algoritmo conocido, sino que planteen nuevas relaciones o
propiedades, que sean ma´s abiertos, preferiblemente con varias v´ıas de resolucio´n,
con varias soluciones o con ninguna. Por otra parte, el profesor debe limitar al
ma´ximo su ayuda a los estudiantes en la resolucio´n de los problemas.
• En palabras de Van Hiele (1986, p. 54), los estudiantes aprenden a encontrar su
camino en la red de relaciones por s´ı mismos, mediante actividades generales.
Fase 5 (Integracio´n)
• Los estudiantes establecen una visio´n global de todo lo aprendido sobre el tema y
de la red de relaciones que esta´n terminando de formar, integrando estos nuevos
conocimientos, me´todos de trabajo y formas de razonamiento con los que ten´ıan
anteriormente.
• El profesor debe dirigir resu´menes o recopilaciones de la informacio´n que ayuden
a los estudiantes a lograr esta integracio´n. Las actividades que les proponga no
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deben implicar la aparicio´n de nuevos conocimientos, sino so´lo la organizacio´n de
los ya adquiridos.
8.1. POBLACIO´N Y MUESTRA
Poblacio´n: los estudiantes del grado sexto cero uno de la Institucio´n Educativa Fran-
cisco Jose´ de Caldas.
Muestra: se tomaran 30 estudiantes.
8.2. TE´CNICAS E INSTRUMENTOS
Los instrumentos a utilizar son los siguientes: encuestas, entrevistas, observacio´n directa
de los hechos, cuestionarios (secuencias dida´cticas) y Grabaciones.
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9. DESARROLLO DE LA INFORMACIO´N
9.1. FASE 1: INFORMACIO´N
En esta fase se dialogo´ con los estudiantes de grado sexto cero uno, con el objetivo de
darles a conocer todas las actividades que se van a desarrollar.
Imagen 1. Estudiantes 601
En primer lugar, los estudiantes deben conocer los materiales que vamos a utilizar como
cartulinas, tijeras, pegante, reglas, la´piz, borrador y como es el manejo de cada uno de
ellos. De lo anterior se realizo´ un poliedro (el cubo) con el fin de analizar cada una de
ellas buscando caras, ve´rtices, lados y diagonales.
Con las figuras se aplicara´ la regla de Euler para llegar al concepto de grafos. Tambie´n
se les da a conocer las reglas del trabajo y el uso del material.
- Responsabilidad y seriedad con el trabajo en clases.
30
- Uso adecuado de las tijeras y el pegante.
- Preguntar todas las dudas que se le presenten durante el desarrollo de las actividades.
Se procedio´ con un test para identificar los saberes previos que el estudiante tiene con
relacio´n al tema con el objetivo de saber co´mo desarrollar las actividades o desde que
punto empezarlas.
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9.2. FASE 2: ORIENTACIO´N DIRIGIDA
En esta fase se realizaron las siguientes actividades.
1. Se partio´ de los te´rminos ba´sicos de geometr´ıa como punto, recta, rayo, segmento,
a´ngulos, rectas paralelas y rectas perpendiculares donde el profesor los explico y
los estudiantes lo copiaron en sus respectivos cuadernos.
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Se les explico que es un pol´ıgono sus clasificaciones y los estudiantes lo copiaron en sus
respectivos cuadernos.
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Se les da a conocer un poco de historia de los poliedros y los estudiantes la copiaron en
sus respectivos cuadernos.
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El profesor dialoga con los estudiantes donde les dice que los poliedros se pueden clasi-
ficar en regulares e irregulares. Y que adema´s de poliedros se les puede llamar de otra
forma que ma´s adelante descubrira´n.
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9.3. FASE 3: EXPLICITACIO´N
En este paso el profesor explico la construccio´n de un cubo utilizando el programa
Polipro donde se puede observar las divisiones o partes que la conformas.
Imagen 2. Cubo en Poly Pro
Despue´s los estudiantes formaron grupo de trabajo donde el profesor les dio los materi-
ales como cartulina, pegante, tijeras y las explicaciones ya personalizadas para hacer un
poliedro con unas especificaciones que debe tener 7 cm de cada lado formando cuadrados
como los mostrados en el programa polypro.
Como los estudiantes tienen las caracter´ısticas de un poliedro deben responder las sigu-
ientes preguntas
- ¿Cua´l es el nombre del poliedro?
- ¿Cua´ntas caras tiene el poliedro?
- ¿Cuantos grafos tiene el poliedro?
- ¿Cuantas aristas tiene el poliedro?
- ¿Cuantos ve´rtices tiene el poliedro?
- Aplicar la fo´rmula de Euler.
40
Imagen 3. Cubo
Despue´s que los estudiantes respondieron todas las preguntas el profesor les dio la
definicio´n de lo que es un grafo, que estudian y que es un grafo plano y lo copiaron en
sus respectivos cuadernos.
Cada estudiante lleva una hoja donde hace seguimiento a cada grafo
El estudiante Kevin David Sa´nchez pide la palabra y dice que, si le podemos hacer
un cambio al formato, si colocamos arista en donde dice lado por la formula y es ma´s
bonito y todo el grupo estuvo de acuerdo.
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El estudiante Jhon Alex Vasco fue el primer estudiante en terminar todo el proceso,
tiene habilidades en seguir instrucciones y en los trazados.
El estudiante Daniel Felipe Cardona y Nicola´s Mar´ın no terminan el proceso y dicen
que eso esta´ bien
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Al estudiante Carlos Andre´s Aguirre se le pregunta por el tacho´n en la hoja y responde
que penso´ que ten´ıa 19 aristas y cuando usted (profesor) lo aclaro lo correg´ı El resto
de estudiantes no tuvieron inconveniente en la creacio´n del grafo y sacar los datos
necesarios
9.4. FASE 4: ORIENTACIO´N LIBRE
En el cuarto proceso se les planteo realizar tres actividades siguiendo y aplicando los
conocimientos adquiridos en las fases anteriores.
Actividad 1
Se le entrego a cada estudiante cartulina, un molde en escala pequen˜a de un grafo
plano, pegante y tijeras para hacer el poliedro con 7cm de cada lado y deja´ndoles las
respectivas pestan˜as para armar la figura.
Imagen 4. Tetraedro en Poly Pro
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Se les presenta la ayuda del programa polypro
Teniendo en cuenta el grafo anterior los estudiantes respondieron las siguientes pregun-
tas
- ¿Cua´l es el nombre del grafo al armarlo?
- ¿Cua´ntas caras tiene el grafo?
- ¿Cuantas aristas tiene el grafo?
- ¿Cuantos ve´rtices tiene el grafo?
- Aplicar la fo´rmula de Euler
Imagen 5. Plano del Tetraedro
Imagen 6. Estudiantes con Tetraedro
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Con la ayuda del docente se entra a dialogar con los estudiantes sobre las dificultades
presentadas en la realizacio´n del grafo.
Donde se obtuvieron las siguientes.
• Para algunos estudiantes les falta destreza en el trazado del grafo.
• Algunos estudiantes las medias les quedo de 6cm porque comenzaron midiendo
desde uno.
• Al realizar el primer triangulo uno de los lados quedo con ma´s o menos de 7 cm
• Al formar el poliedro a algunos estudiantes la figura no les quedo perfecta.
• Al remplazar la formula tuvieron dificultades.
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El estudiante Jhon Alexander Lo´pez y Kevin Yotsen Urrego presentaron dificultades al
remplazar la formula y dicen que lo notaron cuando terminaron el proceso.
Actividad 2
Se le entrego a cada estudiante cartulina, pegante, tijeras y con la ayuda del programa
poypro para hacer un grafo
Imagen 7. Octaedro en Poly Pro
Los estudiantes respondieron a las siguientes preguntas
- ¿Cua´l es el nombre del grafo al armarlo?
- ¿Cua´ntas caras tiene el grafo?
- ¿Cuantas aristas tiene el grafo?
- ¿Cuantos ve´rtices tiene el grafo?
- Aplicar la fo´rmula de Euler
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Imagen 8. Estudiante con Grafo de Octaedro
Actividad 3
Se le entrego a cada estudiante cartulina, un molde en escala pequen˜a de un grafo,
pegante y tijeras para hacer un poliedro.
Imagen 9. Icosaedro en Poly Pro
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Los estudiantes deben responder las siguientes preguntas
- ¿Cua´l es el nombre del grafo al armarlo?
- ¿Cua´ntas caras tiene el grafo?
- Cuantas aristas tiene el grafo?
- Cuantos ve´rtices tiene el grafo?
- Aplicar la fo´rmula de Euler
Imagen 10. Disen˜o de un Grafo
Imagen 11. Grafo del Icosaedro
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9.5. FASE 5: INTEGRACIO´N
Se les propone dos actividades donde los estudiantes colocaran en pra´ctica todo lo
aprendido´.
Actividad 1
Imagen 12. Dodecaedro en Poly Pro
Se le entrego a cada estudiante cartulina, pegante y tijeras para que cada uno haga la
figura que se le presenta en programa Poly Pro.
Los estudiantes deben responder las siguientes preguntas
- ¿Cua´l es el nombre del grafo al armarlo?
- ¿Cua´ntas caras tiene el grafo?
- ¿Cuantas aristas tiene el grafo?
- ¿Cuantos ve´rtices tiene el grafo?
- Aplicar la fo´rmula de Euler
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Imagen 13. Grafo del Dodecaedro
La nin˜a Marleyda Bedoya presento dificultades al remplazar la formula y dice que se le
olvido aplicar la formula Otra dificultad presentada fue el trazo de la figura.
Actividad 2
Los estudiantes realizaron el poliedro Girobicu´pula cuadrada elongada y lo compararon
con los poliedros anteriores comparando sus formas.
Con esta figura se les explico que existen poliedros irregulares porque no todas sus caras
son iguales.
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Imagen 14. Poliedro Irregular
Imagen 15. Creacio´n del Poliedro Irregular
Se hace un trabajo de observacio´n en el colegio para analizar los grafos.
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10. RESULTADOS
10.1. RESULTADOS DEL TEST INICIAL
¿CUALES SON LAS FIGURAS GEOME´TRICAS QUE CONOCE?
Grafico 1. Figuras geome´tricas
Se presenta las figuras geome´tricas ma´s conocidas por los estudiantes de grado.
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¿SABE QUE ES UN POLIEDRO?
Grafico 2. Poliedro
El 95% de los estudiantes del grado 6–01 dicen no saber que es un poliedro y solo el 5%
de los estudiantes dicen saber que es un poliedro.
¿SABE QUE ES UN GRAFO?
Grafico 3. Grafos
Los estudiantes de 6–01 dicen no conocer o saber que es un grafo.
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Grafico 4. Utiles escolares
¿Que instrumentos se utilizan para construir figuras geome´tricas?.
Se observa que el la´piz, regla y borrados son los instrumentos ma´s utilizados por los
estudiantes del grado 6–01
Completa la tabla.
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Grafico 5. Tria´ngulo
El 83,5% de los estudiantes del grado 601 dicen conocer el tria´ngulo y 16,5% no lo
conocen.
Grafico 6. Lados del tria´ngulo
El 89% de los estudiantes saben el nu´mero de lados que tiene el tria´ngulo, 8% cuanta
mal el nu´mero de lados del tria´ngulo y 3% no escribe nada.
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Ve´rtices del triangulo
Grafico 7. Ve´rtices del tria´ngulo
El 70% de los estudiantes saben el nu´mero de ve´rtices que tiene el tria´ngulo, 25% cuanta
mal el nu´mero de lados del tria´ngulo y 5% no escribe nada.
Cuadrado
Grafico 8. Cuadrado
El 90% de los estudiantes escriben bien el nombre de la figura (cuadrado), 4% lo escribe
mal y el 6% no escribe nada.
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Lados
Grafico 9. Lados del cuadrado
El 95% de los estudiantes saben el nu´mero de lados que tiene el cuadrado, 3% cuanta
mal el nu´mero de lados y 3% no escribe nada.
Ve´rtices
Grafico 10. Nu´mero de Ve´rtices
El 70% de los estudiantes saben el nu´mero de ve´rtices del cuadrado, 20% cuanta mal
el nu´mero de lados del tria´ngulo y 10% no escribe nada.
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Penta´gono
Grafico 11. Penta´gono
El 70% de los estudiantes saben el nombre de la figura (penta´gono), 20% no lo saben
escribir y 10% no escribe nada.
Lados
Grafico 12. Lados del Penta´gono
El 80% de los estudiantes saben el nu´mero de lados que tiene el penta´gono, 10% cuanta
mal el nu´mero de lados y 10% no escribe nada.
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Ve´rtices
Grafico 13. Ve´rtices del Penta´gono
El 52,5% de los estudiantes saben el nu´mero de ve´rtices que tiene en penta´gono, 30%
cuanta mal el nu´mero de ve´rtices y 17,5% no escribe nada.
Hexa´gono
Grafico 14. He´xagono
El 20% de los estudiantes saben el nombre de la figura (hexa´gono), 70% no saben el
nombre de la figura y 10% no escribe nada.
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Lados
Grafico 15. Lados del He´xagono
El 80% de los estudiantes saben el nu´mero de lados que tiene el hexa´gono, 15% cuanta
mal el nu´mero de lados del tria´ngulo y 5% no escribe nada.
Ve´rtices
Grafico 16. Ve´rtices del He´xagono
El 45% de los estudiantes saben el nu´mero de ve´rtices que tiene el hexa´gono, 52% cuanta
mal el nu´mero de lados del hexa´gono y 3% no escribe nada.
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Escriba el nombre de estas figuras, si las conoce
Grafico 17. Circulo
El 69% de los estudiantes saben el nu´mero de la figura, 17% lo escriben mal y 14% no
escribe nada.
Conocen la siguiente figura
Grafico 18. Cubo
El 80% de los estudiantes conocen el nombre de la figura, 15% lo escriben mal y 5% no
responde.
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Grafico 19. Formacio´n de Poliedros
El 25% de los estudiantes relaciona las figuras con su grafo, 25% no las relacionan.
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Grafico 20. Grafos de Poliedros
El 14% de los estudiantes relaciona las figuras con su grafo, 86% no las relacionan.
Al finalizar el trabajo se aplica un test y se compara los resultados con el inicial.
PROYECTO
APRENDIZAJE DE LA TEORI´A DE GRAFO A TRAVE´S DE LOS POLIEDROS Y
LA CARACTERI´STICA DE EULER
NOMBRE DEL ESTUDIANTE: GRADO:
1. ¿Que´ es un Pol´ıgono?
2. Completa la siguiente tabla
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3. ¿Sabe´ que es un Poliedro?. Si No Defn´alo:
4. A los poliedros regulares se los conoce como so´lidos Plato´nicos). ¿Cua´ntos son?
A. 3 B. 4 C. 5 D.5
5. ¿Que´ significa? cara de un poliedro:
6. ¿Que´ otra clase de poliedros conoce?
7. ¿Sabe´ que es un Grafo?. Si No Def´ınalo:
8. Escriba la letra a cada grafo que lo relacione con una de las figura.
9. Escr´ıbale a cada letra el nm´ero del grafo que le corresponde y al que falta real´ıcele
su grafo.
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10.2. COMPARATIVO DEL TEST INICIAL Y EL TEST FINAL
Grafico 21. Pol´ıgonos
Al principio el conocimiento sobre pol´ıgono era muy bajo y a medida que se fue
avanzando en el proceso su conocimiento fue incrementando incluyendo las partes del
pol´ıgono.
Grafico 22. Poliedros
Al principio el conocimiento sobre poliedros era bajo y al finalizar todos los estudiantes
de 601 saben de poliedros.
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Grafico 23. Partes de un Poliedro
No ten´ıan conocimientos sobe las partes del poliedros al finalizar lo comprendieron y lo
manejan bien.
Grafico 24. Grafos
Al principio el conocimiento sobre grafos era nulo y a medida que se fue avanzando en
el proceso su conocimiento fue incrementando e interiorizando.
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Grafico 25. Relacio´n de Grafos
Al principio algunos estudiantes relacionaban una figura con un poliedro sin identificar
que se pod´ıa llamar grafos y al finalizar relacionaban grafos con sus respectivos poliedros.
Grafico 26. Conocimiento de Grafos
Al principio no ten´ıan las destrezas para hacer un grafo a partir de un poliedro y al
finalizar sus destrezas aumentaron considerablemente su habilidades al crear grafos y
poliedros.
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Grafico 27. Formula de Euler
Al principio no conoc´ıan la fo´rmula de Euler ni su historia y al finalizar conocieron su
historia la formula y su aplicacio´n.
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11. CONCLUSIONES
Durante el desarrollo del proyecto se evidenciaron los resultados de la aplicacio´n de una
secuencia dida´ctica con materiales de apoyo, la apropiacio´n de la teor´ıa de grafos el
uso de los poliedros y la caracter´ıstica de Eules, manejando la informacio´n obtenida y
teniendo en cuenta la secuencia de las cinco faces que proporciona el modelo de Van
Hiele.
Este modelo permitio´ identificar la manera como los estudiantes del grado 601 de la
Institucio´n Educativa Francisco Jose´ de Caldas aprenden la teor´ıa de grafos a trave´s de
los poliedros y la caracter´ıstica de Euler y comparar los conocimientos previos con el
test final despue´s de haber aplicado la secuencia dida´ctica.
Fase uno
El resultado presentado nos muestra que todos los estudiantes de 601 lograron la fase
uno con la asesor´ıa del docente presentando dificultad en los trazados y medias de los
cuadrados.
Fase dos
Grafico 28. Fase 2
En la segunda fase el 82% de los estudiantes lograron superarla sin ayuda del docente
y el 18% de los estudiantes que no lo alcanzaron directamente lograron alcanzarla con
la asesor´ıa de los compan´eros y el docente.
69
Fase tres
Grafico 29. Fase 3
En esta fase el 75% de los estudiantes lograron superar las tres fases, despue´s de un
proceso de retroalimentacio´n se cumple que todos los estudiantes superaron las tres
fases.
Fase cuarta
Grafico 30. Fase 4
En esta fase el 65% de los estudiantes lograron superarla, despue´s de un proceso de
retroalimentacio´n se cumple que todos los estudiantes superaron que 90% de los estu-
diantes separaran la fase 4 y el 10 por ciento de los estudiantes se rindieron diciendo
que no son capaces
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Fase cinco
Grafico 31. Fase 5
Es esta u´ltima fase el 60% la lograron con una dificultad que se demoraron 5 horas en
hacer el proceso, despue´s de la intervencio´n del docente que les dio pautas como: hacer
un molde de un penta´gono con todos sus lados iguales y luego plasmarlo en la cartulina
el 72% de los estudiantes lograron superar las 5 fases
Cuando las actividades fueron avanzando lo estudiantes dominaban ma´s el concepto de
grafos, los poliedros y la formula de Euler cumpliendo todos los pasos de la secuencia
Trabajar esta secuencia dida´ctica con los estudiantes de 601 de la institucio´n educativa
Francisco Jose´ de Caldas fue un reto para el docente debido que la mayor´ıa de los
estudiantes son de bajos recursos y los materiales de trabajo los proporciono el docente
El modelo de Van Hiele contribuyo permitio´ avanzar secuencialmente en el aprendizaje
de la teor´ıa de grafos y a incorporar nuevos conceptos cada vez que se avanzaba en las
5 fases.
De manera directa y sin ayuda los estudiantes lograron los niveles 1 y 2 y algunos
estudiantes lograron el nivel 3, para los otros niveles el docente dio gran aporte o ayuda
para poder lograr los niveles 4 y 5
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